Lógica 

Matemática 


Lógica  proposicional: 
Leis  de  De  Morganm 


Número 

Imaginário 

numeroimaginario 

.com 
. b r 


Fórmula  restrita 

Definição:  Dizemos  que  uma  fórmula  é uma  fórmula  restrita  se  ela 
apresenta  apenas  os  conectivos  lógicos  -i,  & e v. 

Exemplo:  (-1  p V q)  & r 


Resultado  1:  Seja  A uma  fórmula  restrita.  Considere  A0  a fórmula  obtida 
de  A intercambiando  os  conectivos  & e v e substituindo  cada  variável 
proposicional  pela  sua  negação. 

Então,  A0  é logicamente  equivalente  a -A 


Exemplo: 

A = (p  & (-1  qj)  V (r) 

= ((-i P)  V (— i(-.É7)))  &(-.r) 


0 teorema  diz  que  A0  é logicamente  equivalente  a (— iA). 


Resultado  1:  Seja  A uma  fórmula  restrita.  Considere  A0  a fórmula  obtida  de  A 
intercambiando  os  conectivos  & e v e substituindo  cada  variável  proposicional  pela  sua 
negação.  Então,  A0  é logicamente  equivalente  a (-w4). 


Demonstração: 

Seja  A uma  fórmula  restrita.  A demonstração  é por  indução  no  número  de  conectivos 
que  aparecem  em  A. 

Vamos  mostrar  que  para  cada  número  natural  n,  toda  fórmula  restrita  com  n 
conectivos  satisfaz  o resultado. 


Caso  base:  n = 0 (a  fórmula  A não  possui  conectivos). 

Nesse  caso,  A é simplesmente  uma  variável  proposicional,  digamos,  A = p. 
Logo,  Aq  é simplesmente  a fórmula -ip. 

E claro  que  A0  é logicamente  equivalente  a -iA. 


Resultado  1:  Seja  A uma  fórmula  restrita.  Considere  A0  a fórmula  obtida  de  A 
intercambiando  os  conectivos  & e v e substituindo  cada  variável  proposicional  pela 

sua  negação.  Então,  A0  é logicamente  equivalente  a (-u4). 


Demonstração: 

Hipótese  indutiva:  Para  n > 0,  suponha  que  toda  fórmula  restrita  com  um  número 
menor  ou  igual  a n conectivos  possui  a propriedade  do  resultado  1. 

Tese:  Queremos  mostrar  que  toda  fórmula  A com  n + 1 conectivos  também  possui  a 
propriedade. 

Como  A tem  n + 1 conectivos,  ela  deve  ter  uma  das  formas: 

1.  (-1 B) 

2.  (BVC) 

3.  ( B&C  ) 


Resultado  1:  Seja  A uma  fórmula  restrita.  Considere  A0  a fórmula  obtida  de  A 
intercambiando  os  conectivos  & e v e substituindo  cada  variável  proposicional  pela  sua 
negação.  Então,  A0  é logicamente  equivalente  a (-u4). 


Demonstração: 

CASO  1:  A tem  a forma  (-■£).  Vou  escrever  isso  assim:  A = (-1 B) . 

Se  A tem  n + lconectivos,  então  B possui  n conectivos. 

Logo,  pela  hipótese  indutiva,  B0  é logicamente  equivalente  a (-1 5). 

MaSi40  = (-ifí)o  = -i(fí0  ) 

e como  (-1 B)  é logicamente  equivalente  a B0  , pelo  resultado  k -V4.  se  fizermos  a 
substituição  de  B0  por  -1 B em  A0  , a nova  fórmula  será  equivalente  à A0  . 

Assim,  A0  é logicamente  equivalente  a = -iA 


Demonstração: 

CASO  2:  A tem  a forma  ( B V C):  A = (fi  V C)  . 

Se  A tem  n + 1 conectivos,  então  cada  fórmula  B eC  individualmente  possuem 
menos  do  que  n conectivos. 

Logo,  pela  hipótese  indutiva,  temos  que: 

• B0  é logicamente  equivalente  a (-1 fi)  e 

• C0  é logicamente  equivalente  a (— iC). 

MaSi40  = (fi  V C)0  = (fio  ) & (^o  )< 

e novamente  pelo  resultado  4-V4.  fazendo  a substituição  de  fi0  por  -ifi  e de  C0 
por  -i C em  A0  , a fórmula  obtida  (-1  fi)  & (-iC)  é logicamente  equivalente  a A0  . 

Pelo  resultado  3 -VA.  vimos  que  esta  última  fórmula  é,  por  sua  vez,  equivalente  a 
— 1 (fi  V C)  = — \A. 

Portanto,  A0  é logicamente  equivalente  a -iA. 


Resultado  1:  Seja  A uma  fórmula  restrita.  Considere  A0  a fórmula  obtida 
de  A intercambiando  os  conectivos  & e v e substituindo  cada  variável 

proposicional  pela  sua  negação.  Então,  A0  é logicamente  equivalente  a 
(-u4). 


Demonstração: 

CASO  3:  A tem  a forma  ( B & C):  A = (B  & C)  . 
Fica  como  exercício.» 


Consequência  direta  1:  Se  p±,  p2, ... , pn  são  variáveis  proposicionais,  então 

((— iPi)  v (-ip2)  v •••  v (-1  pn))  é logicamente  equivalente  a (-i(pi  & p2  & ...  & pn)). 

Notação:  Vf=1(-iPi)  é logicamente  equivalente  a -i(Af=1Pi)- 

Demonstração: 

Basta  tomar  A = (px  &p2  & ...  &pn ) no  resultado  1 anterior.» 

Consequência  direta  2 (dual): 

((-iPí)  & (-ip2)  & ...&(-ipn))  é logicamente  equivalente  a (-i(Pí  v p2  v ...v  pn)). 
Demonstração: 

Basta  tomar  A = (pi  v p2  v ...  v pn)  no  resultado  1 anterior.» 


Leis  de  De  Morgan 

Sejam  Alf  A2, ... , An  fórmulas  quaisquer.  Então, 

d)  Vf=1(-u4j)  é logicamente  equivalente  a -íCAf^^). 

b)  Af=1(-u4j)  é logicamente  equivalente  a -i(Vf=1  ^4;). 

A demonstração  segue  diretamente  das  consequências  anteriores 
do  resultado  2-V4.  que  nos  permite  substituir,  em  tautologias, 
variáveis  proposicionais  por  fórmulas. 
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